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2016年度京都大学前期数学

1 関数の最大値と極限

出 題 範 囲 数III微分

難 易 度 ★★★☆☆

所 要 時 間 15 分

傾向と対策
与えられた関数を微分して，それを因数分解することで関数の最大値を求める典型問題であ

る。三角関数を含む微積分は計算ミスを起こしやすいので気をつけて計算しよう。また，(2)で
用いる公式は頻出なので忘れないようにしよう。

解答

(1) f ′
n(θ) = (n − 1)(1 + cos θ) cos θ sinn−2 θ − sinn θ

= sinn−2 θ(n cos2 θ + n cos θ − cos θ − cos2 θ − sin2 θ)

= sinn−2 θ{n cos θ(1 + cos θ) − (1 + cos θ)}

= (n cos θ − 1)(1 + cos θ) sinn−2 θ

ここで，0 < θ < π
2 において，1 + cos θ > 1，sinn−2 θ ≧ 0である。

このとき，cos α = 1
n
となる実数 α

(
0 < α < π

2

)
がただ一つ存在し，

fn(θ)の増減表は次のようになる。

θ 0 · · · α · · · π
2

f ′
n(θ) + 0 −

fn(θ) 0 ↗ 極大 ↘ 1

よって，fn(θ)は θ = αのとき最大となり，

sin α =
√

1 − cos2 α =
√

1 − 1
n2 ≧ 0であるから

Mn =
(

1 + 1
n

) (
1 − 1

n2

) n−1
2

(2) (Mn)n =
(

1 + 1
n

)n (
1 − 1

n2

)n· n−1
2
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2016年度京都大学前期数学 (理系) 1

=
(

1 + 1
n

)n
{(

1 − 1
n2

)n2} 1− 1
n

2

よって

lim
n→∞

(Mn)n = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
{(

1 − 1
n2

)n2} 1− 1
n

2

= e · 1√
e

· · · · · · · (※)

=
√

e

解説

(1) 関数を微分して最大値を求める典型的な問題である。微分した関数を因数分解して，0 ≦ θ ≦ π
2 において

符号が一定ではない部分を考えれば，増減表を用いて簡単に解くことができる。

(2) (1)で求めた関数の極限を求める問題である。自然対数の絡んだ公式

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n

= e lim
n→∞

(
1 − 1

n

)n

= 1
e

を用いることで，(※)の部分は次のように導くことができる。

lim
n→∞

{(
1 − 1

n2

)n2} 1− 1
n

2

について

lim
n→∞

(
1 − 1

n2

)n2

= lim
t→∞

(
1 − 1

t

)t

= 1
e

(n2 = tと置換した。)

また， lim
n→∞

1 − 1
n

2 = 1
2 より

lim
n→∞

{(
1 − 1

n2

)n2} 1− 1
n

2

= 1√
e

（松岡駿，松下祐樹）
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2016年度京都大学前期数学 (理系) 2

2016年度京都大学前期数学

2 素数 p，qを用いて pq + qpと表される素数

出 題 範 囲 整数

難 易 度 ★★★☆☆

所 要 時 間 15 分

傾向と対策

因数分解をすることが容易ではない問題では，p, qの偶奇や，3で割った余り，5で割った余
り，· · · といった方法で場合分けをすることが多い。また，合同式に深い理解があれば，別解の
ような解答も可能となり，時間に余裕が持てただろう。いずれの解法にせよ標準的な整数問題

であり，難関大志望者なら手早く完答することを目標としてほしい。

解答

pq + qp = rとおく。

p，qの偶奇が一致するとき，

pq + qp = (奇数) + (奇数) = (偶数)

もしくは

pq + qp = (偶数) + (偶数) = (偶数)

のようになり，偶数となる。pq + qpは，p，qについて単調増加関数であるので，rの最小値は 8(p = q = 2のと

き)となる。偶数の素数は 2のみであるので，偶奇の一致する素数の組 p，qは存在しない。

以上より，p，qの偶奇は一致しない。

ここで，偶数の素数が 2のみであることと，r = pq + qpは pと qの入れ替えに関して対称性があることから，

p = 2とすると，

r = 2q + q2

ここで q ≧ 3であるが，q = 3のとき

q2 ≡ 0 (mod 3)

であり，q ≧ 5のとき，q ≡ ±1 (mod 3)ゆえ

q2 ≡ 1 (mod 3) · · · · · · · À

また，2 ≡ −1 (mod 3)より

2q ≡ (−1)q (mod 3)
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2016年度京都大学前期数学 (理系) 2

いま，qは奇数であるから，

2q ≡ −1 (mod 3) · · · · · · · Á

À，Áより，q ≧ 5のとき，

q2 + 2q ≡ 3 ≡ 0 (mod 3)

r ≧ 8であるから r \= 3となる。よって，このとき rは素数ではない。

したがって，rが素数となる可能性があるのは q = 3のときのみである。このとき

r = 23 + 32 = 17

となり，確かに素数である。

以上より，素数 p，qを用いて pq + qpと表される素数は 17のみである。

解説

pと qの偶奇が一致する組み合わせが存在しないことはすぐにわかるだろう。このことから p，qの一方が 2とわ

かる (以下，p = 2とする)。ここまでわかったら，あとは定石通り，余りに注目しよう。ここでは，2q + q2を 3

で割った余りを調べる。余りが 0となるとき，その数は 3を除き素数ではない。このような方法はよく使うの

で，必ず覚えておこう。

別解

Á の導出までは同様。

q ≧ 3において，Áより

q2 + 2q ≡ q2 − 1 (mod 3)

≡ (q + 1)(q − 1) (mod 3)

よって，q ≧ 5において r ≡ 0 (mod 3)となる。r ≧ 8であるから r \= 3となる。よって，このとき rは素数で

はない。

したがって，rが素数となる可能性があるのは q = 3のときのみである。このとき

r = 23 + 32 = 17

となり，確かに素数である。

以上より，素数 p，qを用いて pq + qpと表される素数は 17のみである。
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2016年度京都大学前期数学 (理系) 2

別解解説

素数かどうかを判定するときに強力な武器となるのは因数分解である。別解では合同式を変形することで因数分

解に持ち込むという手法をとった。

（青木徹，松岡駿）
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2016年度京都大学前期数学 (理系) 3

2016年度京都大学前期数学

3 正四面体に関する証明

出 題 範 囲 空間図形

難 易 度 ★★☆☆☆

所 要 時 間 15 分

傾向と対策
正四面体の示し方がパッと思い付かず慌てた人もいるかもしれないが，単純に各辺がすべて

等しいことを示せばよい。頂点から底面への垂線の足が，底面である三角形の外心となるとき

に成り立つ重要な定理を利用することに気づけば，難なく解ける問題である。

解答

【証明】図のように点Aから面OBCに下ろした垂線の足をHとすると，[1]
[1] 辺の長さが等しいことを示す
際，与えられた条件を駆使して
三角形の合同を示す，というや
り方は頻出である。しっかり身
に付けておこう。

O

A

B

C

H

∠AHO = ∠AHB = ∠AHC = 90◦ · · · · · · · À

点HはOBCの外心でもあるので，

OH = BH = CH · · · · · · · Á

辺AHが共通であることと，À，Áも考えて，2辺とその間の角がそれぞれ等

しいので，

△AOH ≡ △ABH ≡ △ACH

よって

AO = AB = AC · · · · · · · Â
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2016年度京都大学前期数学 (理系) 3

同様に，点 Bから面OCAに垂線を下ろして考えると，

BO = BC = BA · · · · · · · Ã

同様に，点Cから面OABに垂線を下ろして考えると，

CO = CA = CB · · · · · · · Ä

が示され，Â，Ã，Äより，

OA = OB = OC = AB = BC = CA

を得る。したがって，6辺の長さがすべて等しいので，四面体OABCは正四

面体である。 (証明終)

解説

D

A

B

C

H

図のように，任意の四面体ABCDにおいて頂点Aから面 BCDに下ろした垂線の足Hが△BCDの外心となる

とき，3つの三角形△AHB，△AHC，△AHDは互いに合同であり，それゆえAB = AC = ADが成り立つ。こ

の性質はとても重要なのでおさえておきたい。証明は解答のとおりである。

本問では，この性質を各頂点に適用することで，四面体のすべての辺の長さが等しいことが示される。各点にお

ける証明の流れはまったく同じであるから，点Aについて考えてあとは「同様に」とまとめてしまって構わない

だろう。

2016年度の文系数学第 4問で類似の問題が出題されているので，そちらも解けるようになっておこう。

（侯明程，松岡駿）
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2016年度京都大学前期数学 (理系) 4

2016年度京都大学前期数学

4 与えられた領域を回転させてできる立体の体積

出 題 範 囲 空間図形／体積

難 易 度 ★★★☆☆

所 要 時 間 25 分

傾向と対策

方程式によって定まる立体の体積を求める問題は，解法が決まっているということを肝に銘

じてほしい。本問の場合，具体的な空間図形の概形を容易に把握できなかった人もいただろう。

しかし，そもそも体積を求める上で，その立体の概形がわかっている必要はない。体積を求め

る手順は，À回転軸に垂直に切った断面の面積を求め，Áそれを軸について積分する，という

ものであった。したがって，断面の平面図形さえわかれば立体の求積ができるということであ

る。このタイプの求積問題に不慣れな人は典型問題の演習を繰り返して，すんなりと解けるよ

うになってほしい。

解答

空間図形Dは次の連立方程式で表される。



y = z · · · · · · · À

0 ≦ y ≦ log a · · · · · · · Á

|x| ≦ ey + e−y

2 − 1 · · · · · · · Â

y = t (0 ≦ t ≦ log a)に固定し[1]，Dと平面 y = tの共通部分について考える。
[1] y 軸のまわりに回転させるの
だから，立体を平面 y = t で
切ったときの断面積を調べれば
よさそうだと考える。

À，Âより，


z = t

|x| ≦ et + e−t

2 − 1

である。

ここで，etと e−tはともに正であるから，(相加平均)≧(相乗平均)より，

et + e−t

2 − 1 ≧
√

et · e−t − 1 = 1 − 1 = 0

(等号成立は，et = e−t，つまり t = 0のとき)

である。
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2016年度京都大学前期数学 (理系) 4

以上のことから，平面 y = t上での図形の概形を図示すると以下のようにな

る。[2]
[2] 「断面の線分を書く→回転さ
せる」の手順で立体の断面を図
示しよう。

− et + e−t

2 + 1

A
B

t

et + e−t

2 − 1

C

x

z

O′

B
t

−t t
x

z

O′

[3]
[3] 線分を，その線分が存在して
いる平面上で回転させると，図
のようなドーナツ型の軌跡を描
く。これは，「原点からの距離が
最大の点が描く円」が軌跡の最
外部，「原点からの距離が最小の
点が描く円」が軌跡の最内部と
なるためである。頻出なので，
しっかり記憶しておこう。

上方の図がDと平面 y = tの共通部分であり，図のように点A, B, C, O′とお

く。下方の図がその共通部分を点O′を中心として回転させた通過領域であ

る。その面積を S(t)とおく。

(O′A)2 = (O′C)2 = t2 +
(

et + e−t

2 − 1
)2

(O′B)2 = t2

となることより，
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2016年度京都大学前期数学 (理系) 4

S(t) = π
{

(O′A)2 − (O′B)2
}

= π

(
et + e−t

2 − 1
)2

= π

{
1
4

(
e2t + e−2t

)
−

(
et + e−t

)
+ 3

2

}

であるから，求める体積 V は，

V =
∫ log a

0
S(t) dt

=
∫ log a

0
π

{
1
4

(
e2t + e−2t

)
−

(
et + e−t

)
+ 3

2

}
dt

= π

[
1
8

(
e2t − e−2t

)
−

(
et − e−t

)
+ 3

2 t

]log a

0

= π

{
1
8

(
e2 log a − e−2 log a

)
−

(
elog a − e− log a

)
+ 3

2 log a

}

= π

{
1
8

(
elog a2 − elog a−2

)
−

(
elog a − elog a−1

)
+ 3

2 log a

}

= π

{
1
8

(
a2 − 1

a2

)
−

(
a − 1

a

)
+ 3

2 log a

}

解説

このような求積問題は「軸に垂直な平面で立体を切る→軸について積分を行う」という手順で解くことができ

る。ほとんどの問題に通用する手法であるから，必ず習熟しておこう。本問の場合，与えられた関数の形が仰々

しいものの，断面は単純なドーナツ形であり，円の面積の求め方がわかっていれば解けてしまう。

断面の図形を描く際，あいまいさをなくすため解答のように et + e−t

2 − 1 ≧ 0を示しておくほうが望ましい。

解答では相加相乗平均の不等式を利用したが，このやり方が最も簡潔であろう。

なお，この不等式は微分を用いて示すことができる。

別解

f(t) = et + e−t

2 − 1とおく。問題文より，t ≧ 0の場合のみを考えればよい。

f(t)を tについて微分すると，

f ′(t) = et − e−t

2

となる。

e > 1，t ≧ 0において t ≧ −tであることから，et ≧ e−t であるので，

f ′(t) ≧ 0である。よって，f(t)は t ≧ 0の範囲で tの増加関数であるとわか
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2016年度京都大学前期数学 (理系) 4

る。以上より，t ≧ 0に対し，

f(t) ≧ f(0) = e0 + e0

2 − 1 = 1 − 1 = 0

が成立する。なお，この f(t)はカテナリー（懸垂線）とよばれ，受験においてもときどき目にする関数である。

余力がある人はその性質について調べてみてもよいだろう。

（鈴木陽大，松岡駿）
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2016年度京都大学前期数学 (理系) 5

2016年度京都大学前期数学

5 平面上の動点についての確率

出 題 範 囲 確率漸化式

難 易 度 ★★☆☆☆

所 要 時 間 15 分

傾向と対策

Xを n秒後の x座標によって分類して，それぞれ確率漸化式を立式できれば難しくない。動

点の移動など，n + 1秒後の位置が n秒後の位置に依存するときは，その遷移に着目すると解決

の糸口が見つかることが多い。本問では，y = 0と y = 1について，各 x座標でどの x座標に移

動するか違いがないので，対称性から x座標の違いにのみ着目して，確率を文字としておけば

よい。

解答

n秒後に動点Xの x座標が 0，1，2である確率をそれぞれ an，bn，cn とおき，

n秒後から n + 1秒後への遷移を図にすると次のようになる。[1]
[1] 面倒くさがらず遷移図を書く
と考えやすい。

an

bn

cn

an+1

bn+1

cn+1

n秒後 n + 1秒後

× 1
2

× 1
3

× 1
2

× 1
2

× 1
3

× 1
2

× 1
3

x座標が 0 x座標が 1 x座標が 2
× 1

2

× 1
3

× 1
3

× 1
2

× 1
2 × 1

3 × 1
2
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2016年度京都大学前期数学 (理系) 5

n秒後から n + 1秒後の遷移を考えると

an+1 = 1
2 an + 1

3 bn · · · · · · · À

bn+1 = 1
2 an + 1

3 bn + 1
2 cn · · · · · · · Á

cn+1 = 1
3 bn + 1

2 cn · · · · · · · Â

an + bn + cn = 1 · · · · · · · Ã

がわかる。[2]
[2] 結果的に使わない式もある
が，わかっていることは式にし
てしまおう。

À − Âより

an+1 − cn+1 = 1
2 (an − cn)

a0 = 1，c0 = 0より

an − cn =
(

1
2

)n

(a0 − c0) =
(

1
2

)n

(1 − 0) =
(

1
2

)n

· · · · · · · Ä

À + ÂとÃより[3]
[3] Ã の式で bn を消去しよう。

an+1 + cn+1 = 1
2 (an + cn) + 2

3 bn

= 1
2 (an + cn) + 2

3 (1 − an − cn)

= − 1
6 (an + cn) + 2

3

漸化式を変形して

an+1 + cn+1 − 4
7 = − 1

6

(
an + cn − 4

7

)
a0 = 1，c0 = 0より

an + cn =
(

− 1
6

)n (
a0 + c0 − 4

7

)
+ 4

7

= 3
7

(
− 1

6

)n

+ 4
7 · · · · · · · Å

(Ä + Å) × 1
2 より

[4]

[4] an と cn の連立方程式と考
えて解く。

an =
(

1
2

)n+1
+ 3

14

(
− 1

6

)n

+ 2
7

©Foresight Inc.
本サービス・コンテンツの知的財産権その他一切の権利は
株式会社フォーサイトに帰属し，無断転載・引用を禁止します。

2



2016年度京都大学前期数学 (理系) 5

解説

点が動くパターンの場合の数や確率の問題では，遷移図を書くことで見通しが立つ場合がある。本問はまさに遷

移図が適しており，連立漸化式を立てることができる。anを求めることが目標なので，連立漸化式をうまく足

し引きする必要があるが，本問ではÀ + ÂとÀ − Âで十分である。À − Âのあとには「全事象の確率の和は 1」

を表すÃの式が効いてくることには注意しておきたい。

（江崎ゆり子，松岡駿）
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2016年度京都大学前期数学

6 複素数係数の 2次式

出 題 範 囲 方程式・複素数／複素数平面

難 易 度 ★★★★☆

所 要 時 間 25 分

傾向と対策

「f(x3)は f(x)で割り切れる」ということをどう解釈するかがポイントである。問題文に書
かれている 2次式の形では先に進めないため，柔軟性が問われたと思われる。f(x) = 0となる
xを α，βとおいてからの場合分けは若干面倒で，符号の順に注意する必要はあるが難しくはな

い。思考力と処理能力が試された問題である。

解答

ある複素数 α，βに対し，f(x) = (x − α)(x − β)と表せることを示す。[1]
[1] 複素係数の 2 次方程式が重複
を含めて 2 つの解をもつことは
高校数学では習わないので，示
しておいた方が安全だろう。

f(x) = 0

x2 + ax + b = 0(
x + a

2

)2
= a2

4 − b

ここで，x + a
2 = z， a2

4 − b = γとすると，方程式 f(x) = 0は

z2 = γ

と表せる。γの平方根は 2つ存在することから，それらの値を z = ξ，ζ とす

ると

x + a
2 = ξ，ζ

x = ξ − a
2 ，ζ − a

2

よって α = ξ − a
2 ，β = ζ − a

2 とおくと，これらは方程式 f(x) = 0のすべて

の解である。よって f(x) = (x − α)(x − β)と表せる。[2]
[2] 「f(x3) が f(x) で 割 り 切
れ る と き ，f(α) = 0 な ら ば
f(α3) = 0」を使うための準備
になる。

f(x3) = (x3 − α)(x3 − β)

これが f(x)で割り切れるので，f(α3) = f(β3) = 0であることがわかり，以
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下の式を得る。
(α3 − α)(α3 − β) = 0

(β3 − α)(β3 − β) = 0

すなわち 
α(α2 − 1)(α3 − β) = 0

β(β3 − α)(β2 − 1) = 0
· · · · · · · À

また，解と係数の関係より
α + β = −a

αβ = b

· · · · · · · Á

ここで，α = 0とすると β = 0，± 1に，β = 0とすると α = 0，± 1になり，

Áより条件 (ロ)を満たさない。

ゆえに α \= 0かつ β \= 0である。よって，Àの 2つの式をそれぞれ α，βで割

ることができるので
(α2 − 1)(α3 − β) = 0

(β3 − α)(β2 − 1) = 0

すなわち 

α2 − 1 = 0

もしくは

α3 − β = 0

かつ



β3 − α = 0

もしくは

β2 − 1 = 0

· · · · · · · Â

が得られる。ここでÂを満たす方程式は以下の 3つの場合がある。

( i ) α2 − 1 = β2 − 1 = 0

( ii ) α3 − β = β3 − α = 0

(iii) α3 − β = β2 − 1 = 0

ここで，α，βを入れ替えても a，bの値は変わらないので

α2 − 1 = β3 − α = 0 ⇔ (iii)である。

( i ) α2 − 1 = β2 − 1 = 0のとき

α = ±1，β = ±1(複号任意)となり a，bはともに実数となる。Áよりこれ

は条件（ロ）を満たさないので不適。
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( ii ) α3 − β = β3 − α = 0のとき

α9 = β3 = α

α(α8 − 1) = 0

α \= 0であるから，α8 − 1 = 0について考える。

α = r(cos θ + i sin θ) (r > 0，0 ≦ θ < 2π) · · · · · · · Ã

とおくと[3]α8 = r8(cos 8θ + i sin 8θ) = 1であるから
[3] 極形式。次数が大きかったり
複素数が絡む方程式を解くとき
の定番の手段。r と θ の範囲に
注意。

r = 1，θ = 0，π
4 ，

π
2 ，

3
4 π，π，5

4 π，3
2 π，7

4 π

Âに代入すると，(α, β)の組は αと βを入れ替えたものを除いて

(α, β) = (±1, ∓1)，(±i, ∓i)，
(

1 ± i√
2

, −1 ± i√
2

) (
複号同順

)
Áより，この中で条件 (ロ)を満たすような (a, b)の組を考えると

(a, b) = (−
√

2i, −1)，(
√

2i, −1)

である。

(iii) α3 − β = β2 − 1 = 0のとき

β = ±1であるので，α3 = ±1(複号同順)である。

(α − 1)(α2 + α + 1) = 0または (α + 1)(α2 − α + 1) = 0なので

(α, β) = (±1, ±1)，
(

−1 ±
√

3i
2 , 1

)
，

(
1 ±

√
3i

2 , −1
)

(複号同順)

である。[4]
[4] ２次方程式の解の公式。

このうち条件 (ロ)を満たす (a, b)の組は，Áより

(a, b) =
(

−1 ±
√

3i
2 ,

−1 ∓
√

3i
2

)
，

(
1 ±

√
3i

2 ,
−1 ±

√
3i

2

)
(複号同順)

以上より，条件を満たす 2次式は次の通りである。

f(x) = x2 ±
√

2ix − 1，

x2 + −1 ±
√

3i
2 x + −1 ∓

√
3i

2
(
複号同順

)
，

x2 + 1 ±
√

3i
2 x + −1 ±

√
3i

2
(
複号同順

)
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解説

条件 (イ)をどう解釈するかがポイントである。2次式を x2 + ax + bのまま捉えていては先に進めない。f(x3)

が f(x)で割り切れるとは，4次式 P (x)を用いると

f(x3) = f(x)P (x)

が成り立つ，ということである。つまり，複素数 αについて，f(α) = 0ならば f(α3) = 0となる。すると，

f(x) = 0の解を α，βとおいて f(x) = (x − α)(x − β)とおいた方がわかりやすいのではないか，という気がし

てくる。

ここで，複素数係数の 2次式が重複を含めて 2つの解をもつことは非常に直観的ではあるが，高校数学の範囲で

は示されていないので，このことを示しておいた方が，減点される心配がないだろう。

(ちなみに，代数学の基本定理として，複素数係数 n次方程式 (n ≧ 1)は重複を含めて n個の解をもつことが知

られているが，これを示すのは高校数学の範囲では不可能である。)

さらに f(x3) = (x3 − α)(x3 − β)と表せて，f(α3) = f(β3) = 0という条件が扱いやすくなる。多項式の表し方

には 2通りあることを頭に入れ，問題文の提示する形に惑わされないよう注意したい。

その後は丁寧に場合分けをしていく。各場合の検討の際に，条件 (ロ)を用いる。a，bの値は解と係数の関係を

使おう。また，(ii)の場合分けで α8 − 1 = 0を解く場面が出てくるが，ここで役に立つのが極形式である。

α8 = r8(cos 8θ + i sin 8θ) = 1であるから
r8 = 1 (r > 0)

8θ = 2kπ (kは 0以上の整数)
r = 1

θ = k
4 π

となり，0 ≦ k
4 π < 2πであることから 8つの θの値が求められる。(iii)の場合分けは 2次方程式の解の公式で

よい。最後に解答をまとめる際には，符号に注意しよう。

（青木徹，松岡駿）
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